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§5 离散型随机变量的均值与方差

自主整理
1.设随机变量X的可能取值为a1,a2,…,ar,取ai的概率为pi(i=1,2,…,r),即X的分布为

P(X=ai)=pi(i=1,2,…,r).

则定义X的均值为_________________，即随机变量X的取值ai乘上取值ai的概率P（ X=ai）再求和.

X的均值也称作X的数学期望(简称期望),它是一个数,记为_________________,即

EX=_________________.

均值EX刻画的是X取值的“_________________”，均值能够反映随机变量取值的“_________________”，这是随机变量X的一个重要特征.

2.一般地,设X是一个离散型随机变量,我们用_________________来衡量X与EX的平均偏离程度,E(X-EX)2是_________________的期望,并称之为随机变量X的方差,记为_________________.方差越小,则随机变量的取值就越_________________在其均值周围;反之,方差越大,则随机变量的取值就越_________________.

高手笔记
1.期望是算术平均值概念的推广,是概率意义下的平均.

2.EX是一个实数,由X的分布列唯一确定.即作为随机变量X是可变的,可取不同值,而EX是不变的,它描述X取值的平均状态.

3.EX=a1p1+a2p2+…+arpr直接给出了EX的求法,即随机变量取值与相应概率值分别相乘后再相加.

4.∵E(aX+b)=aEX+b,∴随机变量X的线性函数Y=aX+b的期望等于随机变量X的期望的线性函数.此式可有如下几种特殊形式:

当b=0时,E(aX)=aEX，此式表明常量与随机变量乘积的数学期望，等于这个常量与随机变量的期望的乘积.

当a=1时,E(X+b)=EX+b,此式表明随机变量与常量和的期望,等于随机变量的期望与这个常量的和.

当a=0时,E(b)=b,此式表明常量的期望等于这个常量.

5.DX表示随机变量X对EX的平均偏离程度,DX越大表明平均偏离程度越大,说明X的取值越分散;反之DX越小,X的取值越集中在EX附近.统计中常用[image: image162.jpg]TE T & A
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来描述X的分散程度([image: image2.wmf]DX

称为标准差).

6.DX与EX一样也是一个实数,由X的分布列唯一确定.

7.要注意:D(aX+b)=a2DX，而易错记为

D(aX+b)=aDX+b;

D(aX+d)=aDX.

名师解惑
1.期望和方差有哪些性质?

剖析：(1)期望的性质:

E(c)=c(c为常数),

E(aX+b)=aEX+b.

(2)方差的性质:

D(c)=0(c为常数),

D(aX+b)=a2DX.

(3)期望与方差的联系:

DX=EX2-(EX)2.

2.几个常用离散型随机变量的期望与方差的求解公式是什么？

剖析：（1）两点分布：设X服从两点分布

	X
	1
	0

	P
	p
	q


则EX=p,DX=pq.

（2）超几何分布：设X服从参数为N，M,n的超几何分布，

即P(X=k)=[image: image3.wmf]n
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则EX=[image: image4.wmf]N
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（此公式只作为了解，不要求记忆）.

（3）二项分布：设X服从二项分布B（n,p）,即

P(X=k)=C[image: image6.wmf]k

n

pkqn-k(k=0,1,2, …,n),

则EX=np，DX=npq.

讲练互动
【例1】甲、乙两个野生动物保护区有相同的自然环境，且野生动物的种类和数量也大致相等.而两个保护区每个季度发现违反保护条例的事件次数的分布列分别为:

甲保护区:
	X1
	0
	1
	2
	3

	P
	0.3
	0.3
	0.2
	0.2


乙保护区:
	X2
	0
	1
	2

	P
	0.1
	0.5
	0.4


试评价这两个保护区的管理水平.

分析：数学期望仅体现了随机变量取值的平均大小,但有时仅知道均值大小还是不够的,比如:两个随机变量的均值相等了(即数学期望值相等),这就还需要知道随机变量的取值如何在均值周围变化,即计算其方差(或是标准差).方差大说明随机变量取值分散性大;方差小说明取值分散性小,或者说取值比较集中、稳定.

一是要比较一下甲、乙两个保护区内每季度发生的违规事件次数的均值,即数学期望;二是要看发生违规事件的波动情况,即方差值的大小(当然,亦可计算其标准差,同样说明道理).

解：甲保护区的违规次数X1的数学期望和方差为:

EX1=0×0.3+1×0.3+2×0.2+3×0.2=1.3;

DX1=(0-1.3)2×0.3+(1-1.3)2×0.3+(2-1.3)2×0.2+(3-1.3)2×0.2=1.21.

乙保护区的违规次数X2的数学期望和方差为：

EX2=0×0.1+1×0.5+2×0.4=1.3;

DX2=(0-1.3)2×0.1+(1-1.3)2×0.5+(2-1.3)2×0.4=0.41.

因为EX1=EX2，DX1＞DX2,所以两个保护区内每季度发生的违规平均次数是相同的,但乙保护区内的违规事件次数更集中和稳定,而甲保护区的违规事件次数相对分散,波动性较大.

绿色通道:期望决定了随机变量的取值的平均水平、集中位置，而方差求的是随机变量的稳定与波动情况.要防止只由期望来评价两者稳定性,而应该进一步考查其方差.

变式训练
1.有10张卡片,其中8张标有数字2,两张标有数字5,从中随机地抽取3张卡片,设3张卡片数字和为X,求EX和DX.

解：这3张卡片上的数字之和X这一随机变量的可能取值为6,9,12.

X=6表示取出的3张卡片上标有2,则P(X=6)=[image: image7.wmf]15
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X=9表示取出的3张卡片上两张标有2,一张为5,则P(X=9)=[image: image8.wmf]15
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X=12表示取出的3张卡片中的两张为5,一张为2,则

P(X=12)=[image: image9.wmf]15
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∴X的分布列为:

	X
	6
	9
	12

	P
	[image: image10.wmf]15
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	[image: image11.wmf]15
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	[image: image12.wmf]15
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∴EX=6×[image: image13.wmf]15

7

+9×[image: image14.wmf]15

7

+12×[image: image15.wmf]15

1

=7.8.

DX=[image: image16.wmf]15

7

×(6-7.8)2+[image: image17.wmf]15

7

×(9-7.8)2+[image: image18.wmf]15

1

×(12-7.8)2=3.36.
2.甲、乙两名射手在一次射击中的得分为两个相互独立的随机变量X与Y，且X、Y的分布

	列为：X
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	0

	P
	0.5
	0.2
	0.1
	0.1
	0.05
	0.05
	0


	Y
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	0

	P
	0.1
	0.1
	0.1
	0.1
	0.2
	0.2
	0.2


计算X、Y的期望与方差，并以此分析甲、乙的技术优劣.

解：依题意,有EX=10×0.5+9×0.2+8×0.1+7×0.1+6×0.05+5×0.05+0×0=8.85(环).

EY=10×0.1+9×0.1+8×0.1+7×0.1+6×0.2+5×0.2+0×0.2=5.6(环).

DX=(10-8.85)2×0.5+(9-8.85)2×0.2+(8-8.85)2×0.1+…+(5-8.85)2×0.05+(0-8.85)2×0=2.227 5.

DY=(10-5.6)2×0.1+(9-5.6)2×0.1+(8-5.6)2×0.1+…+(5-5.6)2×0.2+(0-5.6)2×0.2=10.24.

所以EX＞EY，说明甲的平均水平比乙高.又因为DX＜DY，说明甲射中的环数比较集中、稳定;而乙射中的环数分散较大，技术波动较大，不稳定，所以甲比乙的技术好.
【例2】交5元钱,可以参加一次摸奖,一袋中有同样大小的球10个,其中,有8个标1元钱,2个标有5元钱,摸奖者只能从中任取2个球,他所得奖励是抽2球的钱数之和,求抽将人获利的数学期望.

分析：抽到的2个球的钱数之和X是个随机变量,其中每一个X取值时所代表的随机事件的概率是容易获得的,但此题所求为另一个随机变量,即参加摸奖者获利Y的数学期望,X与Y关系为Y=X-5,利用公式Y=aX+b,则EY=aEX+b可获解答.

解:设X为抽到的2球钱数之和.则X的可能取值如下:

X=2抽到2个1元;

X=6抽到1个1元,1个5元;

X=10抽到2个5元.

所以,由题:

P(X=2)=[image: image19.wmf]45
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EX=2×[image: image22.wmf]45
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+6×[image: image23.wmf]45
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+10×[image: image24.wmf]45
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=[image: image25.wmf]45
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.又设Y为抽奖者获利可能值,则Y=X-5,所以获利的期望为EY=EX-5=[image: image26.wmf]45

162

-5=-[image: image27.wmf]5

7

=-1.4.

绿色通道:本题若直接求摸奖者获利Y的数学期望较为困难,利用Y=aX+b,及EY=aEX+b转化为求X的数学期望使问题得到了简化.

变式训练
3.NBA总决赛采用7场4胜制,即若某队先胜4场则比赛结束.由于NBA有特殊的政策和规则能进入决赛的球队实力都较强,因此可以认为,两个队在每一场比赛中取胜的概率相等.根据不完全统计,主办一场决赛,组织者有望通过出售电视转播权、门票及零售商品、停车费、广告费等收入获取收益2 000万美元(相当于篮球巨星乔丹的年薪).求:

(1)所需比赛场数的分布列;

(2)组织者收益的数学期望.

解：所需比赛场数X是随机变量,其取值为4,5,6,7,｛X=k｝,k=4,5,6,7,表示比赛最终获胜队在第k场获胜后结束比赛,显然在前面k-1场中获胜3场,从而

P(X=k)=C[image: image28.wmf]3
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([image: image29.wmf]2
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)k-1,k=4,5,6,7.

(1)分布列为:
	X
	4
	5
	6
	7

	P
	[image: image30.wmf]8
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	[image: image31.wmf]4
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	[image: image32.wmf]16
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(2)所需比赛场数的数学期望为

EX=4×[image: image34.wmf]8

1

+5×[image: image35.wmf]4
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+6×[image: image36.wmf]16
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+7×[image: image37.wmf]16
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=[image: image38.wmf]16
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≈6,组织者收益的数学期望为[image: image39.wmf]16

93

×2 000=11 625万美元.
【例3】如图,A、B两点之间有6条网线并联,它们能通过的最大信息量分别为1,1,2,2,3,4,现从中任取三条线且使每条网线通过最大信息量.

[image: image40.jpg]



(1)设选取的三条网线由A到B可通过的信息总量为X,当X≥6时,则保证信息畅通,求线路信息畅通的概率.

(2)求选取的三条网线可通过信息总量的期望是多少.

分析：先分析X的所有可能取值,然后求出X取每一个值的概率,进而列出分布列.

解：X的所有可能取值为4,5,6,7,8,9.

当X=4时，有1+1+2=4,

∴P(X=4)=[image: image41.wmf].
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当X=5时，有1+1+3=1+2+2=5,

∴P(X=5)=[image: image42.wmf]20
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当X=6时，有1+1+4=1+2+3=6,

∴P(X=6)=[image: image43.wmf]4
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当X=7时，有1+2+4=2+2+3=7,

∴P(X=7)=[image: image44.wmf]4
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当X=8时，有1+3+4=2+2+4=8,

∴P(X=8)=[image: image45.wmf]20
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当X=9时，有2+3+4=9,

∴P（X=9）=[image: image46.wmf]10
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	X
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	P
	[image: image47.wmf]10
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	[image: image48.wmf]20
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	[image: image51.wmf]20

3


	[image: image52.wmf]10
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(1)P(X≥6)=P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)=[image: image53.wmf]4
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+[image: image54.wmf]4
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+[image: image55.wmf]20
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+[image: image56.wmf]10
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=[image: image57.wmf]4
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(2)线路通过信息量的数学期望EX=4×[image: image58.wmf]10
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+5×[image: image59.wmf]20
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+6×[image: image60.wmf]4
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+7×[image: image61.wmf]4
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+8×[image: image62.wmf]20
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+9×[image: image63.wmf]10
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=6.5.

绿色通道:本题求X的分布列是关键，而求X取每一个值时的概率综合了排列组合的有关知识.

变式训练
4.一次考试共有12道选择题,每道选择题有4个选项,其中有且只有一个是正确的.评分标准规定：“每题只选一个选项,答对得5分,不答或答错得零分.”某考生已确定有8道题的答案是正确的,其余题中:有两道题都可判断两个选项是错误的,有一道题可判断一个选项是错误的,还有一道题因不理解题意只好乱猜.请求该考生:

(1)得60分的概率;

(2)得多少分的可能性最大?

(3)所得分数X的数学期望.

解：(1)设“有两道题可判断两个选项是错误的”选对的为事件A，“有一道题可判断一个选项是错误”选对的为事件B，“有一道题不理解题意”选对的为事件C，∴P(A)=[image: image64.wmf]2
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所以得60分的概率为p=[image: image67.wmf]2
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（2）得40分的概率为p=[image: image72.wmf]2
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得45分的概率为p=C[image: image77.wmf]1
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=[image: image90.wmf]48
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;

得50分的概率为
p=[image: image91.wmf]2
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;
得55分的概率为p=C[image: image110.wmf]1
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得45分或50分的可能性最大.

(3)EX=[image: image124.wmf]48
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17
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【例4】某广场上空有一排成直线型的4盏装饰灯,晚上每盏灯都随机地闪烁红灯或绿灯,每盏灯出现红灯的概率都是[image: image129.wmf]3

2

,出现绿灯的概率都是[image: image130.wmf]3
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.现将这4盏灯依次记为A1,A2,A3,A4,并令ai=[image: image131.wmf]î
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（1）求X=2时的概率；

（2）求X的概率分布列及X的数学期望EX.

分析：因为对于每一个ai(i=1,2,3,4)的值只有两个结果0或1，且每一个ai(i=1,2,3,4)出现1的概率都是[image: image132.wmf]3

2

.故随机变量X—B（4，[image: image133.wmf]3

2

）.

解:(1)由题意得P(X=2)=C[image: image134.wmf]2
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)2([image: image136.wmf]3
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)2=[image: image137.wmf]27
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(2)X的可能取值为0,1,2,3,4,而P(X=k)=C[image: image138.wmf]k
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)k([image: image140.wmf]3
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)4-k(k=0,1,2,3,4),

∴X的概率分布列为:

	X
	0
	1
	2
	3
	4

	P
	[image: image141.wmf]81
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	[image: image142.wmf]81
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	[image: image143.wmf]27
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	[image: image144.wmf]81
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	[image: image145.wmf]81
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  显然X—B(4,[image: image146.wmf]3

2

),∴EX=4×[image: image147.wmf]3

2

=[image: image148.wmf]3

8

.

绿色通道:当随机变量X服从二项分布时,其期望可直接利用公式EX=np求解.

变式训练
5.某公园有甲、乙两个相邻景点，原拟定甲景点内有2个A班的同学和2个B班的同学；乙景点内有2个A班同学和3个B班同学，后由于某种原因甲、乙两景点各有一个同学交换景点观光.

(1)求甲景点恰有2个A班同学的概率;

(2)求甲景点A班同学数X的分布列及期望.

解：(1)甲、乙两景点各有一个同学交换后,甲景点恰有2个A班同学有下面几种情况:

①互换的A班同学,则此时甲景点恰好有2个A班同学的事件记为A1,则P(A1)=[image: image149.wmf]5

1

1

5

1

4

1

2

1

2

=

·

C

C

C

C

.

②互换的是B班同学，则此时甲景点恰有2个A班同学的事件记为A2，则P(A2)=[image: image150.wmf]10
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故P=P(A1)+P(A2)= [image: image151.wmf]5
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(2)设甲景点内A班同学数为X，则X的分布列为：
	X
	1
	2
	3

	P
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EX=[image: image157.wmf]10
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.
教材链接
［P59思考交流］投掷一枚均匀的骰子，只可能出现1点，2点，…,6点,怎样解释这个均值3.5呢?

答：当大量重复做投掷骰子试验时,出现点数的算术平均数(均值)应该是3.5.

［P60思考交流］如果采取方案2,或者损失60 000元,或者损失2 000元,怎样解释平均损失2 600元呢?如果采取方案3,有可能一分钱不花,而方案2至少需要花2 000元,如何理解选择方案2平均损失最小呢?

答:对于一次试验而言,方案2或者损失60 000元或者损失2 000元,但如果重复这类试验,从平均意义上说,方案2的平均损失为2 600元.

对于一次试验而言,方案3有可能一分钱不花,而方案2至少要花费2 000元,但如果此类事件多次重复发生,则方案2的平均损失为2 600元,方案3的平均损失为3 100元,故从这个角度上说,选择方案2的平均损失最小.
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