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立体几何中的“角”与“距离”是定量分析空间几何元素（点、线、面）间位置关系的两个重要的几何量,在研究这些“角”和“距离”时,常将空间问题转化为平面问题来处理,这是化归思想在立体几何中的具体应用. 空间角是考查学生对立体几何中的视图、空间想象能力、逻辑推理能力以及运算能力的一个综合知识[image: image2.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




点;空间距离既能考查学生的空间想象能力和逻辑推理能力,又能考查学生的转化思想及运算能力,空间距离的计算也是学生感觉较难的部分.在求解空间的角与距离的问题时,一般应包括三个部分:求作、论证和计算,这三部分是一个统一的整体.求空间中的角或距离的常用方法注意根据定义找出或作出所求的角或距离，给出证明，一般情况下，力求明确所求角或距离的位置.求角与距离的关键是将空间的角与距离灵活地转化为平面上的角与距离，然后将所求量置于一个三角形中，通过解三角形最终求得所需的角与距离. 空间向量是高中数学立体几何中新增加的内容 .借助于空间向量工具，可以对一些传[image: image3.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




统解法中较为繁琐的问题加以定量化 ,从而降低了思维难度 ,增强了可操作性 ,使学生对立体几何更容易产生兴趣 .空间向量在角和距离的处理上有着独特的优势 ,它最大限度地避开了思维的高强度转换 ,避开了各种辅助线添加的难处 ,代之以空间向量的计算 ,有利于我们较好地解决问题 .

1  异面直线所成的角
异面直线所成角的大小，是由空间一点分别引它们的平行线所成的锐角（或直角）来定义的.因此，通常我们要求异面直线所成的角会要求学生通过平移直线，形成角，然后在某个三角形中求出角的方法来得到异面直线所成角的大小.在这一方法中，平移直线是求异面直线所成角的关键，而如何平移直线要求学生有良好的空间观和作图能力.新教材对立体几何的处理有了一些新的变化，淡化了对学生作图能力的要求，引进了空间向量的方法（实际上是把空间问题代数化），避开了一些繁杂的作图，其中在求异面直线所成的角中运用空间向量的方法有很大的优点.另外，对异面直线所成的角的求法我们还可以借用一些固定的模型，引用一些已知的公式来求出角的大小. 
例１在直三棱柱[image: image4.wmf]111

ABCABC

-

中，底面[image: image5.wmf]ABC

D

是直角三角形，[image: image6.wmf]1

2

ACBCAA

===

，[image: image7.wmf]D

为侧棱[image: image8.wmf]1

AA

的中点.
（1）求异面直线[image: image9.wmf]1

DC

、[image: image10.wmf]1

BC

所成角的余弦值；
（2）求二面角[image: image11.wmf]11

BDCC

--

的平面角的余弦值.
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思路分析：建立空间直角坐标系，由题意写出相关点的坐标；（1）求出异面直线[image: image13.wmf]11

,

DCBC

所在[image: image14.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




的方向向量[image: image15.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




[image: image16.wmf]11
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，直接计算即可；（2）求出平面[image: image17.wmf]1

BDC

与平面[image: image18.wmf]1

DCC

的法向量，计算即可.
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（2）因为[image: image20.wmf](0,2,0)
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，[image: image22.wmf]1
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，所以[image: image23.wmf]0
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，[image: image24.wmf]1
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，所以[image: image25.wmf]CB
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为平面[image: image26.wmf]11

ACCA

的一个法向量.因为[image: image27.wmf]1
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，[image: image28.wmf](2,0,1)
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，设平面[image: image29.wmf]1

BDC

的一个法向量为[image: image30.wmf]n
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， [image: image31.wmf](
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得[image: image33.wmf]220,

20.

yz

xz

--=

ì

í

+=

î
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，则[image: image35.wmf]2,2
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所以[image: image37.wmf]42
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所以二面角[image: image38.wmf]11

BDCC
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的余弦值为[image: image39.wmf].
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点评：本题考查空间向量的应用，属中档题；在空间求线线角、线面角、二面角，是通过建立恰当的空间直角坐标系,正确写出各点的坐标，则通直线所在的方向向量、平面的法向量，通过向量的夹角间接求解，准确运算是解决这类问题的关键.
2  直线与平面所成的角
直线与平面所成角是空间三大角之一,它既是教与学的难点,又是高考的热点,求直线与平面所成角的常用方法.一、直接法直接法就是根据斜线与平面所成角的定义,直接作出斜线在平面内的射影,则斜线与射影所成角就是斜线与平面所成角,这是解题时首先要考虑的方法,直接法的关键是确定斜线在平面内的射影,下列结论常作为找斜线在平面内射影的依据.(1)(两平面垂直的性质定理)如果两个平面垂直,那么在一个平面内垂直于它们交线的直线垂直于另一个平面.(2)如果一个角所在平面外一点到角的两边的距离相等,那么这个点在平面内的射影在这个角的平分线上.(3)经过一个角的顶点引这个角所在平面的斜线,设它和已知角的两边的夹角为锐角且相等,则这条斜线在[image: image40.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




平面的射影是这个角的平分线.(4)若三棱锥的三条侧棱相等,则其顶点在底面上的射影是底面三角形的外心. 二、借助于空间向量工具，利用直线的方向向量与平面的法向量的夹角来转化，当直线的方向向量与平面的法向量夹角为锐角时，通过直角三角形可以知道 ，直线与平面所成的角与直线的方向向量与平面的法向量夹角互余，因此直线与平面所成的角的正弦就等于直线的方向向量与平面的法向量夹角的余弦，当直线的方向向量与平面的法向量夹角为钝角时，其补角跟直线与平面所成的角互余，因此因此直线与平面所成的角的正弦就等于直线的方向向量与平面的法向量夹角的余弦的相反数.
例2【西南名校联盟高三2018年元月】如图，在等腰梯形[image: image41.wmf]ABCD

中， [image: image42.wmf]0
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，上底[image: image43.wmf]2

CD

=

，下底[image: image44.wmf]4

AB
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，点[image: image45.wmf]E

为下底[image: image46.wmf]AB

的中点，现将该梯形中的三角形[image: image47.wmf]BEC

沿线段[image: image48.wmf]EC

折起，形成四棱锥[image: image49.wmf]BAECD

-

.
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（1）在四棱锥[image: image51.wmf]BAECD

-

中，求证： [image: image52.wmf]ADBD

^

；
（2）若平面[image: image53.wmf]BEC

与平面[image: image54.wmf]AECD

所成二面角的平面角为[image: image55.wmf]0

120

，求直线[image: image56.wmf]AE

与平面[image: image57.wmf]ABD

所成角的正弦值.
思路分析：（1）由[image: image58.wmf]60
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， [image: image59.wmf]2

CD

=

， [image: image60.wmf]4

AB

=

，点[image: image61.wmf]E

为[image: image62.wmf]AB

的中点，得三角形[image: image63.wmf]BEC

沿线段[image: image64.wmf]EC

折起后可得四边形[image: image65.wmf]AECD

为菱形，边长为[image: image66.wmf]2

， [image: image67.wmf]60

DAE
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，取[image: image68.wmf]EC

的中点[image: image69.wmf]F

，连接[image: image70.wmf]DF

， [image: image71.wmf]BF

， [image: image72.wmf]DE

，可证[image: image73.wmf]ECBF
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， [image: image74.wmf]ECDF
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，即可证[image: image75.wmf]EC

^

平面[image: image76.wmf]BFD

，从而[image: image77.wmf]AD

^

平面[image: image78.wmf]BFD

，即可得证；（2）以[image: image79.wmf]F

为坐标原点，建立空间直角坐标系，由（1）可证[image: image80.wmf]BFD

Ð

为平面[image: image81.wmf]BEC

与平面[image: image82.wmf]AECD

所成二面角的平面角，从而求出[image: image83.wmf]D

， [image: image84.wmf]E

， [image: image85.wmf]A

， [image: image86.wmf]B

，再求出平面[image: image87.wmf]ABD

的一个法向量，即可求出直线[image: image88.wmf]AE

与平面[image: image89.wmf]ABD

所成角的正弦值.
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∴[image: image92.wmf]120
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点评：直线与平面所成的角解题的一般思路为：首先建立适当的空间直角坐标系并正确写出各点的空间坐标，并求出平面的法向量，最后运用公式即可得出结果. 利用法向量求解空间线面角的关键在于“四破”：第一，破“建系关”，构建恰当的空间直角坐标系；第二，破“求坐标关”，准确求解相关点的坐标；第三，破“求法向量关”，求出平面的法向量；第四，破“应用公式关”.

3  二面角
二面角及其平面角的概念是立体几何最重要的概念之一，在历年高考中几乎都要涉及.尤其是在数学新课改的大环境下，要求对二面角求法的掌握变得更加灵活，二面角的概念发展、完善了空间角的概念；而二面角的平面角不但定量描述了两相交平面的相对位置，同时它也是空间中线线、线面、面面位置关系的一个汇集点.研究二面角的求法，可以进一步培养学生的空间想象能力和逻辑思维能力，为培养学生的创新意识和创新能力提供了一个良好的契机. 在求解二面角的问题中，通常首先要定位出二面角的平面角，[image: image112.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




而这也是学生在解题中感到最为陌生和棘手的问题.特别是若二面角的棱隐而不露其解题的难度又会增大.求解二面角是立体几何中最基本、最重要的题型，也是各地高考中的“热点”问题，虽然对此可说是“千锤百炼”，但我们必须面对新的情境、新的变化，如何以基本方法的“不变”去应对题目中的“万变”就是我们研究的中心话题. 总的来说，求解二面角的大体步骤为：“作、证、求”.其中“作、证”是[image: image113.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




关键也是难点，“求”依靠的计算，也决不能忽视，否则因小失大，功亏一篑，也是十分遗憾之事. 
例3【北京市朝阳区2018届期末】如图，在三棱柱[image: image114.wmf]111

ABCABC
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中， [image: image115.wmf]90
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o

， [image: image116.wmf]D

是线段[image: image117.wmf]AC

的中点，且[image: image118.wmf]1
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 平面[image: image119.wmf]ABC

．
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（Ⅰ）求证：平面[image: image121.wmf]1

ABC

^

平面[image: image122.wmf]11

AACC

；
（Ⅱ）求证： [image: image123.wmf]1
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BC

平面[image: image124.wmf]1

ABD

；
（Ⅲ）若[image: image125.wmf]11

ABAC

^

， [image: image126.wmf]2
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==

，求二面角[image: image127.wmf]1

AABC
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的余弦值.
思路分析：（Ⅰ）由[image: image128.wmf]90
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o

，可得[image: image129.wmf]BCAC

^

，由[image: image130.wmf]1
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 平面[image: image131.wmf]ABC

可得[image: image132.wmf]1

ADBC

^

．根据线面垂直的判定定理可得[image: image133.wmf]BC

^

平面[image: image134.wmf]11

AACC

，再利用面面垂直的判定定理可得结论；（Ⅱ）连接[image: image135.wmf]1

AB

，设[image: image136.wmf]11

ABABE

Ç=

，根据三角形中位线定理可得[image: image137.wmf]1
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DEBC

，从而根据线面平行的判定定理可得[image: image138.wmf]1
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BC

平面[image: image139.wmf]1

ABD

；（Ⅲ）取[image: image140.wmf]AB

的中点[image: image141.wmf]F

，则[image: image142.wmf]//

DFBC

，因为[image: image143.wmf]BCAC

^

，所以[image: image144.wmf]DFAC

^

，又因为[image: image145.wmf]1
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平面[image: image146.wmf]ABC

，所以[image: image147.wmf]1
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两两垂直．以[image: image148.wmf]D

为原点，分别以[image: image149.wmf]1

,,

DFDCDA

为[image: image150.wmf],,

xyz

轴建立空间坐标系，利用向量垂直数量积为零列方程组，分别求出平面[image: image151.wmf]1

AAB

的一个法向量与平面[image: image152.wmf]1

ABC

的一个法向量，根据空间向量夹角余弦公式，可得结果.
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．由图知，二面角[image: image161.wmf]1
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的平面角为锐角，所以二面角[image: image162.wmf]1
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点评：本题考查了线面平行性质定理及判定定理、二面角的求解、空间向量的运算等知识点的应用，[image: image165.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




其中对于垂直、平行关系证明中应用转化与化归思想的常见类型.（1）证明线面、面面平行，需转化为证明线线平行.（2）证明线面垂直，需转化为证明线线垂直.（3）证明线线垂直，需转化为证明线面垂直. 利用空间向量求二面角，首先利用垂直关系建立恰当的空间直角坐标系，设立各点坐标，利用方程组解两个平面的法向量，利用向量数量积求夹角，最后根据向量夹角与二面角之间关系得结果.其解题过程中最容易出现以下错误：其一是对于第一问不能熟练运用线线平行、线面平行和面面平行的判定定理和性质定理，进而不能正[image: image166.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




确处理线面平行的问题；其二是对于第二问不能正确运用空间向量求二面角的大小，其关键是正确地求出各面的法向量.
4  空间距离
空间中距离的求法是历年高考考查的重点，其中以点与点、点到线、点到面的距离为基础，求其他几种距离一般化归为这三种距离. 空间中的距离主要指以下七种： (1)两点之间的距离. (2)点到直线的距离. (3)点到平面的距离. (4)两条平行线间的距离. (5)两条异面直线间的距离. (6)平面的平行直线与平面之间的距离. (7)两个平行平面之间的距离. 七种距离都是指它们所在的两个点集之间所含两点的距离中最小的距离.七种距离之间有密切联系，有些可以相互转化，如两条平行线的距离可转化为求点到直线的距离，平行线面间的距离或平行平面间的距离都可转化成点到平面的距离. 在七种距离中，求点到平面的距离是重点，求两条异面直线间的距离是难点. 求点到平面的距离：(1)[image: image167.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




直接法：即直接由点作垂线，求垂线段的长.(2)

转移法：转化成求另一点到该平面的距离.(3)体积法. 求异面直线的距离：(1)定义法：即求公垂线段的长.(2)转化成求直线与平面的距离.(3)函数极值法：依据是两条异面直线的距离是分别在两条异面直线上两点间距离中最小的.
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（1）试判断直线[image: image178.wmf]DE
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即可得出点[image: image216.wmf]C
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的距离．
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点评：本题考查是空间的直线与平面的垂直问题和点与平面的距离的计算问题.解答时第一问充分借助已知条件与判定定理,探寻直线[image: image219.wmf]DE

与[image: image220.wmf]AC

平行,再推证[image: image221.wmf]DE

与平面[image: image222.wmf]VBC

垂直即可.关于第二问中的最值问题,解答时巧妙运用基本不等式,探求出三棱锥[image: image223.wmf]ABC

V

-

的体积取得最大值时成立的条件,然后运用等积法求出点[image: image224.wmf]C

到平面[image: image225.wmf]VAB

的距离. 
综合以上四类问题，立体几何中的空间角与距离问题都是高考中的热点问题，在高考试题的新颖性越来越明显，能力要求也越来越高，并且也越来越广泛．异面直线所成的角，通过作平行线，转化为相交直线所成的角.具体地，有以下两种方法：一是在其中一条上的适当位置选一点，过该点作另一条的平行线；二是在空间适当位置选一点，过该点作两条异面直线的平行线.求异面直线所成的角，点的选取很重要.运用空间向量坐[image: image226.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)
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标运算求异面直线所成的角的一般步骤：①建立恰当的空间直角坐标系；②求出相关点的坐标；③写出向量坐标；④结合公式进行论证、计算；⑤转化为几何结论．注意：两异面直线所成的角不一定是直线的方向向量的夹角. 直线与平面所成的角就是直线与其在该平面内的射影所成的角.求线面角的关键是找出斜线在平面内的射影，一般在斜线上的某个特殊的位置找一点，过该点平面的垂线，从而作出射影；运用空间向量坐标运算求直线与平面所成的角的一般步骤：①建立恰当的空间直角坐标系；②求出相关点的坐标；③写出向量坐标；④结合公式进行论证、计算；⑤转化为几何结论．注意：直线与平面所成的角的正弦等于直线与平面的法向量的夹角的余弦的绝对值. 求二面角的方法:
①直接法.直接法求二面角大小的步骤是：一作（找）、二证、三计算.即[image: image228.png]Sk B 2B (ZXXK.COM)




先作(找)出表示二面角大小的平面角,并证明这个角就是所求二面角的平面角,然后再计算这个角的大小. 用直接法求二面角的大小,其关键是确定表示二面角大小的平面角.而确定其平面角,可从以下几个方面着手:①利用三垂线定理(或三垂线定理的逆定理)确定平面角,自二面角的一个面上一点向另一面引垂线，再由垂足向棱作垂线得到棱上的点（即垂足），斜足与面上一点连线和斜足与垂足连线所夹的角，即为二面角的平面角；；②利用与二面角的棱垂直的平面确定平面角, 自空间一点作与棱垂直的平面，截二面角得两条射线，这两条射线所成的角就是二面角的平面角；③利用定义确定平面角, 在棱上任取一点，过这点在两个平面内分别引棱的垂线，这两条射线所成的角，就是二面角的平面角；②射影面积法.利用射影面积公式[image: image229.wmf]cos
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；此方法常用于无棱二面角大小的计算；对于无棱二面角问题还有一条途径是设法作出它的棱，作法有“平移法”“延伸平面法”等.③空间向量法:法一: [image: image231.wmf],
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的两个半平面的法向量，其方向一个指向内侧，另一个指向外侧（同等异补），则二面角[image: image237.wmf]l
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.求距离的关键是化归.即空间距离向平面距离化归，具体方法如下：

（1）求空间中两点间的距离，一般转化为解直角三角形或斜三角形.（2）求点到直线的距离和点到平面的距离，一般转化为求直角三角形斜边上的高；或利用三棱锥的底面与顶点的轮换性转化为三棱锥的高，即用体积法.（3）求距离的一般方法和步骤：应用各种距离之间的转化关系和“平行移动”的思想方法，把所求的距离转化为点点距、点线距或点面距求之，其一般步骤是：①找出或作出表示有关距离的线段；②证明它符合定义；③归到解某个三角形．若表示距离的线段不容易找出或作出，可用体积等积法计算求之. 

2.用法向量球距离：（1）用法向量求异面直线间的距离：如右图所示，a、b是两异面直线，[image: image240.wmf]n

是a和b 的法向量，点E∈a，F∈b，则异面直线 a与b之间的距离是[image: image241.wmf]n
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 ；（2）用法向量求点到平面的距离：已知AB是平面α的 一条斜线，[image: image242.wmf]n

为平面α的法向量，则 A到平面α的距离为[image: image243.wmf]n
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；（3）用法向量求直线到平面间的距离：首先必须确定直线与平面平行，然后将直线到平面的距离问题转化成直线上一点到平面的距离问题；（4）用法向量求两平行平面间的距离：首先必须确定两个平面是否平行，这时可以在一个平面上任取一点，将两平面间的距离问题转化成点到平面的距离问题.解答这些问题，需要主观的意志力，不要见到此类问题先发怵，进行消极的自我暗示，要通过一些必要的练习，加强解题信心的培养，确定解题的一般规律，积极的深入分析问题的特征，进而实现顺利解答．
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