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3.1　不等关系与不等式
[image: image10.jpg]Kssu, BBBHISXESR




[image: image9.png]



(1)不等式如何定义？

(2)比较两数(或式)的大小有哪些常用的方法？

(3)不等式的性质有哪几条？

　　　　
1．不等式的概念

用数学符号“≠”、“>”、“<”、“≥”、“≤”连接两个数或代数式，以表示它们之间的不等关系．含有这些不等号的式子叫做不等式．

[点睛]　不等式“a≥b”的含义是“a＞b或a＝b”，它等价于“a不小于b”，在a＞b和a＝b中只要有一个成立，a≥b就成立．

2．实数大小的比较

(1)数轴上的两点A，B的位置关系与其对应实数a，b的大小关系．

①数轴上的任意两点中，右边点对应的实数比左边点对应的实数大．

②数轴上点的位置与实数大小的关系(表示实数a和b的两个点分别为A和B)，如下：

	点A，B的位置关系
	点A和点B重合
	点A在点B右侧
	点A在点B左侧

	实数a，b的大小关系
	a＝b
	a＞b
	a＜b


(2)比较两个实数的大小

	方法
	作差法

	依据
	a－b＞0⇔a＞b；

a－b＜0⇔a＜b；

a－b＝0⇔a＝b

	结论
	对于任意两个实数a和b，在a＝b，a＞b，a＜b三种关系中有且仅有一种关系成立


3．不等式的性质

(1)对称性：a＞b⇔a＜b.

(2)传递性：a＞b，b＞c⇒a＞c.

(3)加法法则：a＞b⇔a＋c＞b＋c.

推论1　a＋b＞c⇒a＞c－b；

推论2　a＞b，c＞d⇒a＋c＞b＋d.

(4)乘法法则：a＞b，c＞0⇒ac＞bc；a＞b，c＜0⇒ac＜bc.

推论1　a＞b＞0，c＞d＞0⇒ac＞bd；

推论2　a＞b＞0⇒an＞bn(n∈N＋，n＞1)；

推论3　a＞b＞0⇒(n∈N＋，n＞1)．
＞
[点睛]　(1)在应用不等式时，一定要搞清它们成立的前提条件，不可强化或弱化成立的条件．

(2)要注意“箭头”是单向的还是双向的，也就是说每条性质是否具有可逆性．


1．判断下列命题是否正确．(正确的打“√”，错误的打“×”)

(1)不等式x≥2的含义是指x不小于2(　　)

(2)若a<b或a＝b之中有一个正确，则a≤b正确(　　)

(3)若a>b，则ac>bc一定成立(　　)

(4)若a＋c>b＋d，则a>b，c>d(　　)

解析：(1)正确．不等式x≥2表示x>2或x＝2，即x不小于2，故此说法是正确的．

(2)正确．不等式a≤b表示a<b或a＝b.故若a<b或a＝b中有一个正确，则a≤b一定正确．

(3)错误．由不等式的可乘性知，当不等式两端同乘以一个正数时，不等号方向不变，因此由a>b，则ac>bc不一定成立，故此说法是错误的．

(4)错误．取a＝4，c＝5，b＝6，d＝2，满足a＋c>b＋d，但不满足a>b，故此说法错误．

答案：(1)√　(2)√　(3)×　(4)×

2．已知a＋b>0，b<0，那么a，b，－a，－b的大小关系是(　　)

A．a>b>－b>－a　　　　
 B．a>－b>－a>b
C．a>－b>b>－a 
 D．a>b>－a>－b
解析：选C　法一：∵A、B、C、D四个选项中，每个选项都是唯一确定的答案，∴可用特殊值法．

令a＝2，b＝－1，则有2>－(－1)>－1>－2，

即a>－b>b>－a.

法二：∵a＋b>0，b<0，∴a>－b>0，－a<b<0，

∴a>－b>0>b>－a，即a>－b>b>－a.

3．设a，b是非零实数，若a<b，则下列不等式成立的是(　　)

A．a2<b2 
 B．ab2<a2b
C.< 
 D.<
解析：选C　因为a<b，故b－a>0，

所以.
>>0，故＝－
4．当m>1时，m3与m2－m＋1的大小关系为________．

解析：∵m3－(m2－m＋1)

＝m3－m2＋m－1＝m2(m－1)＋(m－1)

＝(m－1)(m2＋1)．

又∵m>1，故(m－1)(m2＋1)>0.

答案：m3>m2－m＋1
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	数式的大小比较


[典例]　(1)已知x<1，比较x3－1与2x2－2x的大小；

(2)已知a>0，试比较a与的大小．

[解]　(1)(x3－1)－(2x2－2x)

＝(x－1)(x2＋x＋1)－2x(x－1)

＝(x－1)(x2－x＋1)

＝(x－1).

∵x<1，∴x－1<0.又>0，
2＋
∴(x－1)<0.

∴x3－1<2x2－2x.

(2)因为a－，
＝＝
因为a>0，所以当a>1时，；
>0，有a>
当a＝1时，；
＝0，有a＝
当0<a<1时，.
<0，有a<
综上，当a>1时，a>；

当a＝1时，a＝；

当0<a<1时，a<.


1．作差法比较两个数大小的步骤及变形方法

(1)作差法比较的步骤：作差→变形→定号→结论．

(2)变形的方法：①因式分解；②配方；③通分；④对数与指数的运算性质；⑤分母或分子有理化；⑥分类讨论．

2．作商法比较大小的步骤及适用范围

(1)作商法比较大小的三个步骤

①作商变形；

②与1比较大小；

③得出结论．

(2)作商法比较大小的适用范围

①要比较的两个数同号；

②比较“幂、指数、对数、含绝对值”的两个数的大小时，常用作商法．　

[活学活用]

1．比较x6＋1与x4＋x2的大小，其中x∈R.

解：(x6＋1)－(x4＋x2)

＝x6－x4－x2＋1

＝x4(x2－1)－(x2－1)

＝(x2－1)(x4－1)

＝(x2－1)(x2－1)(x2＋1)

＝(x2－1)2(x2＋1)．

故当x＝±1时，x6＋1＝x4＋x2；

当x≠±1时，x6＋1＞x4＋x2.

2．若m>2，比较mm与2m的大小．

解：因为0＝1，所以mm>2m.
m>>1，所以m，又因为m>2，所以＝
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	不等式的性质


[典例]　(1)已知b<2a,3d<c，则下列不等式一定成立的是(　　)

A．2a－c>b－3d 
 B．2ac>3bd
C．2a＋c>b＋3d 
 D．2a＋3d>b＋c
(2)下列说法不正确的是(　　)

A．若a∈R，则(a2＋2a－1)3>(a－2)3
B．若a∈R，则(a－1)4>(a－2)4
C．若0<a<b，则ba>
D．若0<a<b，则a3<b3
[解析]　(1)由于b<2a,3d<c，则由不等式的性质得b＋3d<2a＋c，故选C.

(2)对于A，因为(a2＋2a－1)－(a－2)＝a2＋a＋1＝>0，所以a2＋2a－1>a－2，则(a2＋2a－1)3>(a－2)3，故A选项说法正确；对于B，当a＝1时，(a－1)4＝0，(a－2)4＝1，所以(a－1)4>(a－2)4不成立；对于C和D，因为0<a<b，所以由指数函数与幂函数的性质知C、D选项说法正确，故选B.
2＋
[答案]　(1)C　(2)B


1．利用不等式判断正误的2种方法

(1)直接法：对于说法正确的，要利用不等式的相关性质或函数的相关性质证明；对于说法错误的只需举出一个反例即可．

(2)特殊值法：注意取值一定要遵循三个原则：一是满足题设条件；二是取值要简单，便于验证计算；三是所取的值要有代表性．

2．利用不等式的性质证明不等式注意事项

(1)利用不等式的性质及其推论可以证明一些不等式．解决此类问题一定要在理解的基础上，记准、记熟不等式的性质并注意在解题中灵活准确地加以应用．

(2)应用不等式的性质进行推导时，应注意紧扣不等式的性质成立的条件，且不可省略条件或跳步推导，更不能随意构造性质与法则．

[活学活用]

1．已知a>b>c，且a＋b＋c＝0，则下列不等式恒成立的是(　　)

A．ab>bc 
 B．ac>bc
C．ab>ac 
 D．a|b|>|b|c
解析：选C　因为a>b>c，且a＋b＋c＝0，所以a>0，c<0，所以ab>ac.

2．若a>b>0，c<d<0，e<0，求证：.
>
证明：∵c<d<0，∴－c>－d>0.

又a>b>0，∴a－c>b－d>0，则(a－c)2>(b－d)2>0，即.
<
又e<0，∴.
>
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	用不等式性质求解取值范围


[典例]　已知1＜a＜4,2＜b＜8，试求2a＋3b与a－b的取值范围．

[解]　∵1＜a＜4,2＜b＜8，∴2＜2a＜8,6＜3b＜24.

∴8＜2a＋3b＜32.

∵2＜b＜8，∴－8＜－b＜－2.

又∵1＜a＜4，∴1＋(－8)＜a＋(－b)＜4＋(－2)，

即－7＜a－b＜2.

故2a＋3b的取值范围是(8,32)，a－b的取值范围是(－7,2)．

同向不等式具有可加性与可乘性，但是不能相减或相除，应用时，要充分利用所给条件进行适当变形来求范围，注意变形的等价性.

1．在本例条件下，求的取值范围．

解：∵2＜b＜8，∴，而1＜a＜4，
＜＜
∴1×＜2.
＜，即＜4×＜a·
故.
的取值范围是
不等式两边同乘以一个正数，不等号方向不变，同乘以一个负数，不等号方向改变，求解中，应明确所乘数的正负．

2．已知－6＜a＜8,2＜b＜3，求的取值范围．

解：∵－6＜a＜8,2＜b＜3.

∴，
＜＜
①当0≤a＜8时，0≤＜4；

②当－6＜a＜0时，－3＜＜0.

由①②得：－3＜＜4.

故的取值范围为(－3,4)．

利用不等式性质求范围，应注意减少不等式使用次数．

3．已知－1≤a＋b≤1,1≤a－2b≤3，求a＋3b的取值范围．

解：设a＋3b＝λ1(a＋b)＋λ2(a－2b)

＝(λ1＋λ2)a＋(λ1－2λ2)b，

解得λ1＝.
，λ2＝－
又－，
(a－2b)≤－，－2≤－(a＋b)≤≤
所以－≤a＋3b≤1.

故a＋3b的取值范围为.
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层级一　学业水平达标

1．李辉准备用自己节省的零花钱买一台学习机，他现在已存60元．计划从现在起以后每个月节省30元，直到他至少有400元．设x个月后他至少有400元，则可以用于计算所需要的月数x的不等式是(　　)

A．30x－60≥400　　　　　
 B．30x＋60≥400

C．30x－60≤400 
 D．30x＋40≤400

解析：选B　x月后他至少有400元，可表示成30x＋60≥400.

2．若abcd＜0，且a＞0，b＞c，d＜0，则(　　)

A．b＜0，c＜0 
 B．b＞0，c＞0

C．b＞0，c＜0 
 D．0＜c＜b或c＜b＜0

解析：选D　由a＞0，d＜0，且abcd＜0，知bc＞0，

又∵b＞c，∴0＜c＜b或c＜b＜0.

3．已知：a，b，c，d∈R，则下列命题中必成立的是(　　)

A．若a＞b，c＞b，则a＞c
B．若a＞－b，则c－a＜c＋b
C．若a＞b，c＜d，则＞
D．若a2＞b2，则－a＜－b
解析：选B　选项A，若a＝4，b＝2，c＝5，显然不成立，选项C不满足倒数不等式的条件，如a＞b＞0，c＜0＜d时，不成立；选项D只有a＞b＞0时才可以．否则如a＝－1，b＝0时不成立，故选B.

4．设α∈的范围是(　　)
，则2α－，β∈
A. 
 B.
C. 
 D.
解析：选D　0＜2α＜π，0≤，
≤
∴－＜π.
＜2α－≤0，由同向不等式相加得到－≤－
5．已知M＝2x＋1，N＝，则M，N的大小关系为(　　)

A．M>N 
 B．M<N
C．M＝N 
 D．不确定
解析：选A　∵2x>0，∴M＝2x＋1>1，而x2＋1≥1，

∴≤1，∴M>N，故选A.

6．已知x＜1，则x2＋2与3x的大小关系为________．

解析：(x2＋2)－3x＝(x－1)(x－2)，

因为x＜1，所以x－1＜0，x－2＜0，

所以(x－1)(x－2)＞0，所以x2＋2＞3x.

答案：x2＋2＞3x
7．比较大小：a2＋b2＋c2________2(a＋b＋c)－4.

解析：a2＋b2＋c2－[2(a＋b＋c)－4]

＝a2＋b2＋c2－2a－2b－2c＋4

＝(a－1)2＋(b－1)2＋(c－1)2＋1≥1＞0，

故a2＋b2＋c2＞2(a＋b＋c)－4.

答案：＞

8．已知－1≤x＋y≤4，且2≤x－y≤3，则z＝2x－3y的取值范围是________(用区间表示)．

解析：∵z＝－(x－y)，
(x＋y)＋
－2≤－，
(x－y)≤，5≤(x＋y)≤
∴3≤－(x－y)≤8，
(x＋y)＋
∴z的取值范围是[3,8]．

答案：[3,8]

9．若x≠2或y≠－1，M＝x2＋y2－4x＋2y，N＝－5，试比较M与N的大小．

解：M－N＝(x2＋y2－4x＋2y)－(－5)

＝(x2－4x＋4)＋(y2＋2y＋1)

＝(x－2)2＋(y＋1)2.

因为(x－2)2≥0，(y＋1)2≥0，

所以(x－2)2＋(y＋1)2≥0，

又因为x≠2或y≠－1，

所以(x－2)2与(y＋1)2不会同时为0.

所以(x－2)2＋(y＋1)2＞0，

所以M＞N.

10．(1)若a＜b＜0，求证：；
＜
(2)已知a＞b，，求证：ab＞0.
＜
证明：(1)由于，
＝＝－
∵a＜b＜0，

∴b＋a＜0，b－a＞0，ab＞0，

∴.
＜＜0，故
(2)∵＜0，
－，∴＜
即＜0，而a＞b，∴b－a＜0，∴ab＞0.

层级二　应试能力达标

1．若x∈R，y∈R，则(　　)

A．x2＋y2>2xy－1　　　　
 B．x2＋y2＝2xy－1

C．x2＋y2<2xy－1 
 D．x2＋y2≤2xy－1

解析：选A　因为x2＋y2－(2xy－1)＝x2－2xy＋y2＋1＝(x－y)2＋1>0，所以x2＋y2>2xy－1，故选A.

2．已知a1∈(0,1)，a2∈(0,1)，记M＝a1a2，N＝a1＋a2－1，则M与N的大小关系是(　　)

A．M<N 
 B．M>N
C．M＝N 
 D．M≥N
解析：选B　∵a1∈(0,1)，a2∈(0,1)，∴－1<a1－1<0，－1<a2－1<0，∴M－N＝a1a2－(a1＋a2－1)＝a1a2－a1－a2＋1＝a1(a2－1)－(a2－1)＝(a1－1)(a2－1)>0，∴M>N，故选B.

3．若－1<α<β<1，则下列各式中恒成立的是(　　)

A．－2<α－β<0 
 B．－2<α－β<－1

C．－1<α－β<0 
 D．－1<α－β<1

解析：选A　由－1<α<1，－1<β<1，得－1<－β<1，

∴－2<α－β<2.又∵α<β，故知－2<α－β<0.

4．已知a，b，c均为实数，

①a＜b＜0，则a2＜b2；

②＜c，则a＜bc；

③a＞b，则c－2a＜c－2b；

④a＞b，则.
＜
上述说法正确的有(　　)

A．1个 
 B．2个

C．3个 
 D．4个

解析：选A　①特殊值法．令a＝－2，b＝－1，则4＞1，故①错；

②当b＜0时，有a＞bc，故②错；

③当a＞b时，有－2a＜－2b，从而c－2a＜c－2b，故③正确；

④当a＞0，b＜0时，显然有，故④错．
＞
综上，只有③正确，故选A.

5．已知|a|＜1，则与1－a的大小关系为________．

解析：由|a|＜1，得－1＜a＜1.

∴1＋a＞0,1－a＞0.

即.
＝
∵0＜1－a2≤1，∴≥1，

∴≥1－a.

答案：≥1－a
6．已知不等式：①a＜0＜b；②b＜a＜0；③b＜0＜a；④0＜b＜a；⑤b＜a且ab＞0；⑥a＜b且ab＜0.其中能使成立的是________．
＜
解析：因为.
＜＜0⇔b－a与ab异号，然后再逐个进行验证，可知①②④⑤⑥都能使⇔＜
答案：①②④⑤⑥
7．已知a，b∈R，x＝a3－b，y＝a2b－a，试比较x与y的大小．

解：因为x－y＝a3－b－a2b＋a＝a2(a－b)＋a－b＝(a－b)(a2＋1)，

所以当a>b时，x－y>0，所以x>y；

当a＝b时，x－y＝0，所以x＝y；

当a<b时，x－y<0，所以x<y.

[image: image7.png]Iiﬁ.ﬁm&




8．已知：f(x)＝logax，a＞1＞b＞c＞0，

证明：.
＞
证明：∵a＞b＞c，∴a－c＞b－c＞0，

∴，
＜
又∵f(b)＝logab，f(c)＝logac，a＞1，

∴f(b)＞f(c)，

又 ∵1＞b＞c＞0，∴f(b)＜0，f(c)＜0，

∴0＜－f(b)＜－f(c)，又b＞c＞0，

∴b－f(c)＞c－f(b)＞0，

又.
＞＞0，∴＞
预习课本P61～66，思考并完成以下问题  
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