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三 圆的切线的性质及判定定理
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1．切线的性质

(1)性质定理：圆的切线垂直于经过切点的半径．
如图，已知AB切⊙O于A点，则OA⊥AB.
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(2)推论1：经过圆心且垂直于切线的直线必经过切点．

(3)推论2：经过切点且垂直于切线的直线必经过圆心．

2．圆的切线的判定方法

(1)定义：和圆只有一个公共点的直线是圆的切线．

(2)数量关系：到圆心距离等于半径的直线是圆的切线．

(3)定理：过半径外端点且与这条半径垂直的直线是圆的切线．

其中(2)和(3)是由(1)推出的，(2)是用数量关系来判定，而(3)是用位置关系加以判定的．
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	圆的切线的性质


　如图，已知∠C＝90°，点O在AC上，CD为⊙O的直径，⊙O切AB于点E，若BC＝5，AC＝12.求⊙O的半径．
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　⊙O切AB于点E，由圆的切线的性质，易联想到连接OE构造Rt△OAE，再利用相似三角形的性质，求出⊙O的半径．

　连接OE.
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∵AB与⊙O切于点E，

∴OE⊥AB，即∠OEA＝90°.

∵∠C＝90°，∠A＝∠A，

∴Rt△ACB∽Rt△AEO，

∴eq \f(OE,BC)＝eq \f(AO,AB).

∵BC＝5，AC＝12，

∴AB＝13，

∴eq \f(OE,5)＝eq \f(12－OE,13)，

∴OE＝eq \f(10,3)，

即⊙O的半径为eq \f(10,3).
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利用圆的切线的性质来证明或进行有关的计算有时需添加辅助线，其中连接圆心和切点的半径是常用辅助线，从而可以构造直角三角形，利用直角三角形边角关系求解，或利用勾股定理求解，或利用三角形相似求解等．
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1.如图，已知AD为⊙O的直径，B为AD延长线上一点，BC与⊙O切于C点，∠A＝30°.

求证：(1)BD＝CD.

(2)△AOC≌△BDC.

证明：(1)因为AD为⊙O的直径，所以∠ACD＝90°.

又因为∠A＝30°，OA＝OC＝OD，

所以∠ACO＝30°，∠ODC＝∠OCD＝60°.

又因为BC与⊙O切于C点，

所以∠OCB＝90°.

∠BCD＝30°，∠B＝30°，

∠BCD＝∠B，BD＝CD.

(2)因为∠A＝∠ACO＝∠BCD＝∠B＝30°，

所以AC＝BC.

在△AOC和△BDC中，eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(∠A＝∠B，,OC＝DC，,∠ACO＝∠BCD，))
所以△AOC≌△BDC.
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2.如图，已知PAB是⊙O的割线，AB为⊙O的直径，PC为⊙O的切线，C为切点，BD垂直PC交PC的延长线于点D，交⊙O于点E，PA＝AO＝OB＝1.

(1)求∠P的度数；

(2)求DE的长．
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解：(1)连接OC.

∵C为切点，∴OC⊥PC，

△POC为直角三角形．

∵OC＝OA＝1，PO＝PA＋AO＝2，

∴sin ∠P＝eq \f(OC,PO)＝eq \f(1,2).∴∠P＝30°.

(2)∵BD⊥PD，∴在Rt△PBD中，

由∠P＝30°，PB＝PA＋AO＋OB＝3，

得BD＝eq \f(3,2).

连接AE.则∠AEB＝90°，∴AE∥PD.

∴∠EAB＝∠P＝30°，∴BE＝ABsin 30°＝1，

∴DE＝BD－BE＝eq \f(1,2).
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	圆的切线的判定
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　已知D是△ABC的边AC上的一点，AD∶DC＝2∶1，∠C＝45°，∠ADB＝60°，求证：AB是△BCD的外接圆的切线．

eq \x(连接OB，OC，OD)→eq \x(∠BOD＝90°)→eq \x(∠OBC＝∠OCB＝30°)→

eq \x(∠ABO＝90°)→eq \x(结论).

　如图，连接OB，OC，OD，
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OD交BC于E.

∵∠DCB是[image: image11.wmf]»

BD

所对的圆周角，

∠BOD是[image: image12.wmf]»

BD

所对的圆心角，

∠BCD＝45°，

∴∠BOD＝90°.

∵∠ADB是△BCD的一个外角，

∴∠DBC＝∠ADB－∠ACB
＝60°－45°＝15°，

∴∠DOC＝2∠DBC＝30°，

从而∠BOC＝120°.

∵OB＝OC，

∴∠OBC＝∠OCB＝30°.

在△OEC中，∵∠EOC＝∠ECO＝30°，

∴OE＝EC.

在△BOE中，∵∠BOE＝90°，∠EBO＝30°.

∴BE＝2OE＝2EC，

∴eq \f(CE,BE)＝eq \f(CD,DA)＝eq \f(1,2)，

∴AB∥OD，

∴∠ABO＝90°，

故AB是△BCD的外接圆的切线．
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要证明某直线是圆的切线，主要是运用切线的判定定理，除此以外，还有圆心到直线的距离等于半径等判定方法，但有时需添加辅助线构造判定条件，其中过圆心作直线的垂线是常用辅助线．
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3．本例中，若将已知改为“∠ABD＝∠C”，怎样证明：AB是△BCD的外接圆的切线．
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证明：作直径BE，连接DE，

∵BE是⊙O的直径，

∴∠BDE＝90°，

∴∠E＋∠DBE＝90°.

∵∠C＝∠E，∠ABD＝∠C，

∴∠ABD＋∠DBE＝90°.

即∠ABE＝90°.

∴AB是△BCD的外接圆的切线．
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4.如图，△ABC内接于⊙O，点D在OC的延长线上，sin B＝eq \f(1,2)，∠D＝30°.

(1)求证：AD是⊙O的切线；

(2)若AC＝6，求AD的长．

解：(1)证明：如图，连接OA，

∵sin B＝eq \f(1,2)，∴∠B＝30°.
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∵∠AOC＝2∠B，

∴∠AOC＝60°.

∵∠D＝30°，

∴∠OAD＝180°－∠D－∠AOC＝90°.

∴AD是⊙O的切线．

(2)∵OA＝OC，∠AOC＝60°，

∴△AOC是等边三角形．

∴OA＝AC＝6.

∵∠OAD＝90°，∠D＝30°，

∴AD＝eq \r(3)AO＝6eq \r(3).
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	圆的切线的性质和判定的综合考查


　如图，AB为⊙O的直径，D是[image: image17.wmf]»

BC

的中点，DE⊥AC交AC的延长线于点E，⊙O的切线BF交AD的延长线于点F.
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(1)求证：DE是⊙O的切线；

(2)若DE＝3，⊙O的半径为5，求BF的长．

　(1)连接OD，证明OD⊥DE；

(2)作DG⊥AB.
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　(1)连接OD，

∵D是[image: image19.wmf]»

BC

中点，

∴∠1＝∠2.

∵OA＝OD，

∴∠2＝∠3.

∴∠1＝∠3.∴OD∥AE.

∵DE⊥AE，

∴DE⊥OD，即DE是⊙O的切线．

(2)过D作DG⊥AB，∵∠1＝∠2，∴DG＝DE＝3.

在Rt△ODG中，OG＝eq \r(52－32)＝4，∴AG＝4＋5＝9.

∵DG⊥AB，FB⊥AB，∴DG∥FB.

∴△ADG∽△AFB.

∴eq \f(DG,BF)＝eq \f(AG,AB).

∴eq \f(3,BF)＝eq \f(9,10).∴BF＝eq \f(10,3).
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对圆的切线的性质与判定的综合考查往往是热点，其解答思路常常是先证明某直线是圆的切线，再利用切线的性质来求解相关结果．
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5．如图，已知两个同心圆O，大圆的直径AB交小圆于C，D两点，大圆的弦EF切小圆于点C，ED交小圆于点G，若小圆的半径为2，EF＝4eq \r(3)，试求EG的长．

解：连接GC，则GC⊥ED.
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∵EF切小圆于点C，

∴EF⊥CD，EC＝eq \f(1,2)EF＝2eq \r(3).

又CD＝4，

∴在Rt△ECD中，

ED＝eq \r(EC2＋CD2)
＝ eq \r(2\r(3)2＋42)＝2eq \r(7).

由射影定理可知EC2＝EG·ED，

∴EG＝eq \f(EC2,ED)＝eq \f(2\r(3)2,2\r(7))＝eq \f(6\r(7),7).
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6.如图，正方形ABCD是⊙O的内接正方形，延长BA到E，使AE＝AB，连接ED.

(1)求证：直线ED是⊙O的切线；

(2)连接EO交AD于点F，求证：EF＝2FO.

证明：(1)连接OD.
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∵四边形ABCD为正方形，

AE＝AB，

∴AE＝AB＝AD，

∠EAD＝∠DAB＝90°.

∴∠EDA＝45°，∠ODA＝45°.

∴∠ODE＝∠ADE＋∠ODA＝90°.

∴直线ED是⊙O的切线．

(2)作OM⊥AB于M.

∵O为正方形的中心，

∴M为AB的中点．

∴AE＝AB＝2AM，AF∥OM.

∴eq \f(EF,FO)＝eq \f(AE,AM)＝2，

∴EF＝2FO.

课时跟踪检测(八)
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一、选择题

1.如图，AB切⊙O于点B，延长AO交⊙O于点C，连接BC.若∠A＝40°，则∠C等于(　　)

A．20°　　  B．25°  C．40°
  D．50°

[image: image43.png]Ce.
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解析：选B　连接OB，因为AB切⊙O于点B，

所以OB⊥AB，即∠ABO＝90°，

所以∠AOB＝50°，

又因为点C在AO的延长线上，且在⊙O上，

所以∠C＝eq \f(1,2)∠AOB＝25°.
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2．如图，AB是⊙O的直径，BC是⊙O的切线，AC交⊙O于D.若AB＝6，BC＝8，则BD等于(　　)

A．4
  B．4.8

C．5.2
  D．6

解析：选B　∵AB是⊙O的直径，∴BD⊥AC.

∵BC是⊙O的切线，∴AB⊥BC.

∵AB＝6，BC＝8，∴AC＝10.

∴BD＝eq \f(AB·BC,AC)＝4.8.

3．如图，AB是⊙O的直径，BC交⊙O于点D，DE⊥AC于点E，要使DE是⊙O的切线，还需补充一个条件，则补充的条件不正确的是(　　)
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A．DE＝DO  B．AB＝AC  C．CD＝DB
  D．AC∥OD
解析：选A　当AB＝AC时，如图，
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连接AD，因为AB是⊙O的直径，

所以AD⊥BC，所以CD＝BD.

因为AO＝BO，

所以OD是△ABC的中位线，

所以OD∥AC.

因为DE⊥AC，所以DE⊥OD，

所以DE是⊙O的切线．

所以选项B正确．

当CD＝BD时，AO＝BO，

同选项B，所以选项C正确．

当AC∥OD时，因为DE⊥AC，

所以DE⊥OD.

所以DE是⊙O的切线．

所以选项D正确．

4．如图，在⊙O中，AB为直径，AD为弦，过B点的切线与AD的延长线交于C，若AD＝DC，则sin ∠ACO等于(　　)
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A.eq \f(\r(10),10)  B.eq \f(\r(2),10)  C.eq \f(\r(5),5)  D.eq \f(\r(2),4)
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解析：选A　连接BD，则BD⊥AC.

∵AD＝DC，∴BA＝BC，

∴∠BCA＝45°.

∵BC是⊙O的切线，切点为B，

∴∠OBC＝90°.

∴sin ∠BCO＝eq \f(OB,OC)＝eq \f(OB,\r(5)OB)＝eq \f(\r(5),5)，

cos ∠BCO＝eq \f(BC,OC)＝eq \f(2OB,\r(5)OB)＝eq \f(2\r(5),5).

∴sin ∠ACO＝sin(45°－∠BCO)

＝sin 45°cos ∠BCO－cos 45°sin ∠BCO
＝eq \f(\r(2),2)×eq \f(2\r(5),5)－eq \f(\r(2),2)×eq \f(\r(5),5)＝eq \f(\r(10),10).
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二、填空题

5.如图，⊙O的半径为3 cm，B为⊙O外一点，OB交⊙O于点A，AB＝OA，动点P从点A出发，以π cm/s的速度在⊙O上按逆时针方向运动一周回到点A立即停止．当点P运动的时间t为________s时，BP与⊙O相切．
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解析：连接OP.

当OP⊥PB时，BP与⊙O相切．

因为AB＝OA，OA＝OP，

所以OB＝2OP，

又因为∠OPB＝90°，所以∠B＝30°，

所以∠O＝60°.

因为OA＝3 cm，

所以eq \x\to(AP)＝eq \f(60×π×3,180)＝π，圆的周长为6π，

所以点P运动的距离为π或6π－π＝5π；

所以当t＝1 s或5 s时，BP与⊙O相切．

答案：1或5

6．已知PA是圆O的切线，切点为A，PA＝2，AC是圆O的直径，PC与圆O交于B点，PB＝1.则圆O的半径R＝________.

解析：
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如图，连接AB，

则AB＝eq \r(AP2－PB2)＝eq \r(3).

由AB2＝PB·BC，

∴BC＝3，在Rt△ABC中，

AC＝eq \r(AB2＋BC2)＝2eq \r(3).

∴半径R＝eq \r(3).

答案：eq \r(3)
7．圆O的直径AB＝6，C为圆周上一点，BC＝3，过C作圆的切线l，过A作l的垂线AD，AD分别与直线l、圆交于点D，E，则∠DAC＝________，DC＝________.

解析：连接OC.
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∵OC＝OB，∴∠OCB＝∠OBC.

又∠DCA＋∠ACO＝90°，

∠ACO＋∠OCB＝90°，

∴∠DCA＝∠OCB.

∵OC＝3，BC＝3，

∴△OCB是正三角形．

∴∠OBC＝60°，即∠DCA＝60°.

∴∠DAC＝30°.

在Rt△ACB中，AC＝eq \r(AB2－BC2)＝3eq \r(3)，

DC＝ACsin 30°＝eq \f(3,2)

eq \r(3).

答案：30°　eq \f(3\r(3),2)
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三、解答题

8．如图，已知在△ABC中，AB＝AC，以AB为直径的⊙O交BC于D，过D点作⊙O的切线交AC于E.

求证：(1)DE⊥AC；

(2)BD2＝CE·CA.

证明：(1)连接OD，AD.

∵DE是⊙O的切线，D为切点，

∴OD⊥DE.

∵AB是⊙O的直径，

∴AD⊥BC.又AB＝AC，

∴BD＝DC.又O为AB的中点，

∴OD∥AC.∴DE⊥AC.

(2)∵AD⊥BC，DE⊥AC，

∴△CDE∽△CAD.

∴eq \f(CD,CA)＝eq \f(CE,CD).∴CD2＝CE·CA.

又∵BD＝DC，∴BD2＝CE·CA.

[image: image53.png]


9.如图，⊙O内切于△ABC，切点分别为D，E，F，AB＝AC，连接AD交⊙O于H，直线FH交BC的延长线于G.

(1)求证：圆心O在AD上；

(2)求证：CD＝CG；

(3)若AH∶AF＝3∶4，CG＝10，求FH的长．

[image: image54.png]


解：(1)证明：由题知AE＝AF，

CF＝CD，BD＝BE，

又∵AB＝AC，

∴CD＝CF＝BE＝BD.

∴D为BC中点．

∴AD是∠BAC的角平分线．

∴圆心O在AD上．

(2)证明：连接DF.

∵O在AD上，∴DH为直径．∴∠DFH＝90°.

∵CF＝CD，∴∠CFD＝∠FDC.

∴∠G＝90°－∠FDC＝90°－∠CFD＝∠CFG.

∴CG＝CF.∴CG＝CD.

(3)∵∠AFH＝∠90°－∠CFD＝90°－∠FDC＝∠FDA，

又∠FAD为公共角，则△AHF∽△AFD.

∴eq \f(FH,FD)＝eq \f(AH,AF)＝eq \f(3,4).

∴在Rt△HFD中，FH∶FD∶DH＝3∶4∶5.

∵△HDF∽△DGF，

∴DF∶GF∶DG＝3∶4∶5.

∴DF＝3×20×eq \f(1,5)＝12，∴FH＝eq \f(3,4)FD＝9.
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10.如图，四边形ABCD内接于⊙O，BD是⊙O的直径，AE⊥CD，垂足为E，DA平分∠BDE.

(1)求证：AE是⊙O的切线；

(2)若∠DBC＝30°，DE＝1 cm，求BD的长．

解：(1)证明：连接OA.

∵DA平分∠BDE，

∴∠BDA＝∠EDA.

∵OA＝OD，

∴∠ODA＝∠OAD.

∴∠OAD＝∠EDA.

∴OA∥CE.

∵AE⊥DE，

∴AE⊥OA.

∴AE是⊙O的切线．

(2)∵BD是直径，

∴∠BCD＝∠BAD＝90°.

∵∠DBC＝30°，∴∠BDC＝60°.

∴∠BDE＝120°.

∵DA平分∠BDE，

∴∠BDA＝∠EDA＝60°.

∴∠ABD＝∠EAD＝30°.

在Rt△AED中，∠AED＝90°，∠EAD＝30°，

∴AD＝2DE.

在Rt△ABD中，∠BAD＝90°，∠ABD＝30°，

∴BD＝2AD＝4DE＝4 (cm)．[image: image26.wmf]\
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