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第66题 空间几何体的外接球与内切球

I．题源探究·黄金母题

【例1】一个正方体的顶点都在球面上，它的棱长为
[image: image410.png]


，求球的体积．

【解析】设球的半径为
[image: image2.wmf]R

，由正方体与球的组合结构特征知，正方体的体对角线为球的直径，所以
[image: image3.wmf]23
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即
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，所以球的体积为
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II．考场精彩·真题回放

【例2】【2017课标3理8】已知圆柱的高为1，它的两个底面的圆周在直径为2的同一个球的球面上，则该圆柱的体积为
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【答案】B
【解析】绘制圆柱的轴截面如图所示，由题意可得：
[image: image12.wmf]1
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，由圆柱的体积公式可得：圆柱的体积是
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【例3】【2017天津理10】已知一个正方体的所有顶点在一个球面上，若这个正方体的表面积为18，则这个球的体积为           .

【答案】
[image: image16.wmf]9
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【解析】设正方体边长为
[image: image17.wmf]a

，则
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 ，外接球直径为
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image20.wmf]3
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【名师点睛】求多面体的外接球的面积和体积问题常用方法有（1）三条棱两两互相垂直时，可恢复为长方体，利用长方体的体对角线为外接球的直径，求出球的半径；（2）直棱柱的外接球可利用棱柱的上下底面平行，借助球的对称性，球心为上下底面外接圆的圆心连线的中点，再根据勾股定理求球的半径；（3）如果设计几何体有两个面相交，可过两个面的外心分别作两个面的垂线，垂线的交点为几何体的球心，本题就是第三种方法.

【例4】【2016全国新课标Ⅲ卷】在封闭的直三棱柱
[image: image21.wmf]111
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内有一个体积为
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的球，若
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的最大值是（　　　）
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【答案】B

【解析】要使球的体积
[image: image31.wmf]V

最大，必须球的半径
[image: image32.wmf]R

最大．由题意知球的与直三棱柱的上下底面都相切时，球的半径取得最大值
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，此时球的体积为
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【例5】【2015高考新课标2，理9】已知A,B是球O的球面上两点，∠AOB=90,C为该球面上的动点，若三棱锥O-ABC体积的最大值为36，则球O的表面积为(     )

A．36π    B.64π    C.144π    D.256π

【答案】C

【解析】如图所示，当点C位于垂直于面[image: image35.wmf]AOB

的直径端点时，三棱锥[image: image36.wmf]OABC
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的体积最大，设球[image: image37.wmf]O

的半径为[image: image38.wmf]R

，此时[image: image39.wmf]23
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【例6】【2014全国大纲卷】正四棱锥的顶点都在同一球面上，若该棱锥的高为4，底面边长为2，则该球的表面积是(　　　)
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【答案】A

【解析】由已知条件可知球心在正四棱锥的高上，设球的半径为
[image: image48.wmf]R

，球心为
[image: image49.wmf]O

，正四棱锥底面中心为为
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,则
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垂直棱锥底面，
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image54.wmf]2
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【例7】【2013新课标I卷】如图，有一个水平放置的透明无盖的正方体容器，容器高8cm，将一个球放在容器口，再向容器内注水，当球面恰好接触水面时测得水深为6cm，如果不计容器的厚度，则球的体积为( 　　　)
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【答案】 A

【解析】设球的半径为
[image: image63.wmf]R

，则由题知球被正方体上面截得圆的半径为4，球心到截面圆的距离为
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精彩解读
【试题来源】人教版A版必修二第28页练习第2题．

【母题评析】本题是球的正方体构成的组合体问题，因这种题型能充分考查学生的逻辑思维能力与空间想象能力，以及综合分析与解决问题的能力．这在高考中常常以单独考查的方式出现在选择题与填空题中，在解答题中通常不会出现．

【思路方法】根据所涉及到几何体组合的结构特征，寻求代表它们的几何量间的关系，通常建立方程简单的等式来求解，主要体现为方程思想与转化思想的应用．
【命题意图】本类题主要考查空间几何体结构特征、的表面积与体积的计算，以及考查逻辑思维能力、空间想象能力、运算求解能力、方程思想的应用．

【考试方向】这类试题在考查题型上，通常基本以选择题或填空题的形式出现，不会渗透于解答时中，难度中等或中等偏上．

【难点中心】求组合体的表面积与体积，主要两类难点：（1）不能作出或想象两个几何体间的组合方式与结构特征；（2）不能正确建立两个几何量间的关系．

III．理论基础·解题原理

考点一　棱体的表面积

计算棱体（棱柱、棱锥、棱台）的表面积主要是通过把它们展成平面图形，利用求平面图形的面积法求解．n棱柱的展开图由两个全等的
[image: image69.wmf]n

边形与
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个平行四边形组成；
[image: image71.wmf]n

棱锥的展开图由一个
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边形与
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个共顶点三角形组成；
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棱台的展开图由两个相似的
[image: image75.wmf]n

边形与
[image: image76.wmf]n

个梯形组成．这些平面图形的面积即为相应的棱柱、棱锥、棱台的表面积．特别地，棱长为
[image: image77.wmf]a

的正方体的表面积
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的长方体的表面积
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考点二　圆体的表面积

圆体（圆柱、圆锥、圆台）的表面积公式表现为两部分，即侧面积与底面积，其侧面积可以利用侧面展开图得到．其中圆柱的侧面展开图是一个矩形，其宽是圆柱母线的长，长为圆柱底面周长；圆锥的侧面展开图为扇形，其半径为圆锥母线长，弧长为圆锥底面周长；圆台的侧面展开图为扇环，其两弧长分别为圆台的两底周长，两“腰”为圆台的母线长．

考点三　柱体的体积

柱体（棱柱、圆柱）的体积由底面积
[image: image81.wmf]S

和高
[image: image82.wmf]h

确定，即
[image: image83.wmf]VSh
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．特别地，底面半径是
[image: image84.wmf]r

，高是
[image: image85.wmf]h

的圆柱的体积是
[image: image86.wmf]2
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．根据公式求棱柱的体积，“定高”是至关重要的．

考点四　锥体的体积

锥体（棱锥、圆锥）的体积等于它的底面积是
[image: image87.wmf]S

和高
[image: image88.wmf]h

的积，即
[image: image89.wmf]1
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．特别地，底面半径是
[image: image90.wmf]r

，高是
[image: image91.wmf]h

的圆锥的体积是
[image: image92.wmf]2
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考点五　球的体积与表面积

根据球的表面积公式
[image: image93.wmf]2
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与体积公式
[image: image94.wmf]3
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，知球的表面积和体积只须求一个条件，那就是球的半径R．关于两个球的体积比与表面积比之间的转换可转化为球的半径立方比与平方比．

IV．题型攻略·深度挖掘

【考试方向】
这在高考中常常以单独考查的方式出现在选择题与填空题中，在解答题中通常不会出现．

【技能方法】
1．当给出的几何体比较简单时，可直接通过寻求两个几何体的几何量间的关系进行求解；

2．当给出的几何体比较复杂，有关的计算公式无法运用，或者虽然几何体并不复杂，但条件中的已知元素彼此离散时，我们可采用“割”、“补”的技巧， (1)几何体的“分割”：几何体的分割即将已知的几何体按照结论的要求，分割成若干个易求体积的几何体，进而求之．

(2)几何体的“补形”：与分割一样，有时为了计算方便，可将几何体补成易求体积的几何体，如长方体、正方体等．另外补台成锥是常见的解决台体侧面积与体积的方法．

【易错指导】
（1）不能作出或想象两个几何体间的组合方式与结构特征而出现思维上的障碍；

（2）不能正确建立两个几何量间的关系而致错．

V．举一反三·触类旁通

考向1　球与棱柱的组合体

【例1】【2017云南第二次统一检测】已知体积为
[image: image95.wmf]46

的长方体的八个顶点都在球
[image: image96.wmf]O

的球面上，在这个长方体经过同一个顶点的三个面中，如果有两个面的面积分别为
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【答案】A

【解析】设这两个面的边长分别为
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,则该长方体的外接球的直径
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【解法指导】长方体（或正方体）外接球的组合问题，主要抓住的几何特征是：长方体（或正方体）的体对角线等于球体的直径．

【例2】【2018宝鸡模拟】已知底面边长为1，侧棱长为[image: image109.wmf]2

的正四棱柱的各顶点均在同一个球面上，则该球的体积为（   ）
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【答案】[image: image114.wmf]D
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【例3】【2018届四省名校大联考】已知正三棱柱（上下底面是等边三角形，且侧棱垂直于底面的三棱柱）的高为2，它的6个顶点都在体积为
[image: image116.wmf]82
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p

的球的球面上，则该正三棱柱底面三角形边长为（    ）

A. 
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【答案】A

【解析】设正三棱柱的外接球半径为R，底面三角形外接圆半径为r，边长为a，

则： 
[image: image120.wmf]3
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结合正弦定理： 
[image: image123.wmf]3

2,213

sin602

a

ra

=\=´´=

o

.选择A选项.

【跟踪练习】

1．【山东省济宁市2018届高三期末】已知正三棱柱
[image: image124.wmf]111
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 (底面是正三角形，且侧棱垂直于底面)的底面边长为4，侧棱长为
[image: image125.wmf]23

，则该正三棱柱外接球的表面积为(    )
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【答案】B

【解析】由正三棱柱的底面边长为4,所以底面正三角形的外接圆的半径为
[image: image130.wmf]43
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又由正三棱柱的高为
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，则球心到圆O的球心距d=
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，根据球心距，截面圆半径，球半径构成直角三角形，满足勾股定理，我们易得球半径R满足：R2=r2+d2
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 所以该正三棱柱外接球的表面积为
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2.【2017重庆一中高三下适应性】三棱柱
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的表面积为
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，则这个三棱柱的体积是（　　　）
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【答案】C
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【技巧点拨】球内接直三棱柱的组合体问题，如果棱柱底面是直角三角形，常常可采用补形法，即将直三棱柱补为一个长方体来解决，主要抓住的几何特征：补形的长方体的体对角线为球的直径．

3.【2018江西赣中南五校第一次联考】一个球与一个正三棱柱的三个侧面和两个底面都相切，若该球的体积是
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【答案】D

【解析】由球的体积是
[image: image153.wmf]32
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，可得
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，所以正三棱柱的高为4，底面是边长为
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4.【2018大连模拟】已知直三棱柱
[image: image157.wmf]111

ABCABC
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的6个顶点都在球
[image: image158.wmf]O

的球面上，若A
[image: image159.wmf]34
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，

，
[image: image160.wmf]ABAC

^

，
[image: image161.wmf]1
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，则球
[image: image162.wmf]O

的半径为（　　　）

A．
[image: image163.wmf]2
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[image: image164.wmf]10

　　        C．
[image: image165.wmf]2
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【答案】C
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5．【2018云南民族大学附属中学二次月考】《九章算术》是我国古代内容极为丰富的数学名著，系统地总结了战国、秦、汉时期的数学成就．书中将底面为长方形且有一条侧棱与底面垂直的四棱锥称之为“阳马”，若某“阳马”的三视图如图所示（单位：cm），则该阳马的外接球的体积为（    ）

[image: image168.png]= e
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[image: image169.wmf]p
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[image: image170.wmf]500
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[image: image171.wmf]p
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[image: image172.wmf]4000
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【答案】B

【解析】由三视图可知该“阳马”的底面是边长为
[image: image173.wmf]6,27

cmcm

的长方形，垂直于该底面的侧棱长为
[image: image174.wmf]6

cm

，则该“阳马”的外接球的半径为
[image: image175.wmf](
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，其体积为
[image: image176.wmf]33
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；故选B.

6.【2016浙江省绍兴县鲁迅中学上期期中】已知一个全面积为24的正方体，有一个与每条棱都相切的球，此球的体积为_____________．

【答案】
[image: image177.wmf]82
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 【解析】由条件知正方体的棱长为2，对于球与正方体的各棱相切，则球的直径为正方体的面对角线长，即
[image: image178.wmf]222
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，
[image: image179.wmf]2
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，所以
[image: image180.wmf]3
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image181.wmf]82
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p
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【解法指导】正方体的每条棱球相切的组合问题，主要抓住的几何特征是：长方体的面对角线等于球体的直径．

7.【2017山西太原二模】若正三棱住的所有棱长均为
[image: image182.wmf]a

，且其体积为
[image: image183.wmf]23

，则此三棱柱外接球的表面积是_____________．

【答案】
[image: image184.wmf]28
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∴三棱柱外接球的表面积
[image: image189.wmf]p
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【技巧点拨】球内接正棱柱的组合体问题，主要抓住的几何特征：正棱柱的上下底面中心连线段的中点与正棱柱的顶点连线为球的半径．

8．【江西省抚州市临川区第一中学2017-2018期末】已知直三棱柱
[image: image191.wmf]111

ABCABC
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中， 
[image: image192.wmf]90
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Ð=°

，侧面
[image: image193.wmf]11

BCCB

的面积为
[image: image194.wmf]8

，则直三棱柱
[image: image195.wmf]111

ABCABC
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外接球的半径的最小值为__________．

【答案】2

【解析】设BC=2x，BB1=2y，则4xy=8，∵直三棱柱ABC﹣A1B1C1中，∠BAC=90°，

∴直三棱柱ABC﹣A1B1C1外接球的半径为
[image: image196.wmf]22

2

xyxy

+³

，

∴直三棱柱ABC﹣A1B1C1外接球半径的最小值为2．故答案为：2.

9．【辽宁省凌源市实验中学、凌源二中2018届高三月考】我国古代数学名著《九章算术》对立体几何也有深入的研究，从其中的一些数学用语可见，譬如“堑堵”意指底面为直角三 角形，且侧棱垂直于底面的三棱柱，“阳马”指底面为矩形且有一侧棱垂直于底面的四棱锥．现有一如图所示的“堑堵”即三棱柱
[image: image197.wmf]111
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，其中
[image: image198.wmf]ACBC
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，若
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，当“阳马”即四棱锥
[image: image200.wmf]11
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体积最大时，“堑堵”即三棱柱
[image: image201.wmf]111
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外接球的体积为__________．
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【答案】
[image: image203.wmf]82
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考向2　球与棱锥的组合体

【例1】【广东省汕头市达濠华桥中学2017-2018学年期末】《九章算术》中，将四个面都为直角三角形的三棱锥称之为鳖臑．若三棱锥
[image: image205.wmf]PABC
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为鳖臑， 
[image: image206.wmf]PA

^

平面
[image: image207.wmf]ABC

， 
[image: image208.wmf]2,4
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，三棱锥
[image: image209.wmf]PABC
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的四个顶点都在球
[image: image210.wmf]O

的球面上，则球
[image: image211.wmf]O

的表面积为（   ）

A. 
[image: image212.wmf]8
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                 C. 
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          D. 
[image: image215.wmf]24
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【答案】C

【解析】三棱锥
[image: image216.wmf]PABC
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将四个面都为直角三角形，所以只能
[image: image217.wmf]ABC

Ð

为直角，将三棱锥补成长方体，可得
[image: image218.wmf]PC

为球
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的直径， 
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球
[image: image221.wmf]O

的半径为
[image: image222.wmf]5,
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球
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的表面积为
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【例2】【2017云南玉溪市质检】已知三棱锥
[image: image225.wmf]ABCD
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的外接球为球
[image: image226.wmf]O

，球
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的直径
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，且
[image: image229.wmf],
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都是等边三角形，则三棱锥
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的体积是（　　　）
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【答案】A
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【方法点睛】球内接三棱锥的组合体问题，情况较多，须根据具体题型进行具体分析，如本题条件中已知很明确知道，球的直径为三棱锥的一条棱．

【例3】【2017衡水中学高三摸底联考】在四面体
[image: image236.wmf]SABC
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中，
[image: image237.wmf],2,
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[image: image238.wmf]2,6
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，则该四面体外接球的表面积是（   ）
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【答案】D

【解析】因为
[image: image243.wmf],2,
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所以
[image: image244.wmf]2
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，设
[image: image245.wmf]AC

的中点为
[image: image246.wmf]D

，连接
[image: image247.wmf]AD

，则三角形
[image: image248.wmf]SAC

的外心
[image: image249.wmf]1
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为在线段
[image: image250.wmf]AD

上，且
[image: image251.wmf]1
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，又三角形
[image: image252.wmf]ABC

的外心为
[image: image253.wmf]D

，又
[image: image254.wmf],
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，所以
[image: image255.wmf]AC
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平面
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垂直于平面
[image: image258.wmf]ABC
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垂直于平面
[image: image260.wmf]SAC

的直线交于点
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，则
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为四面体外接球的球心，在三角形
[image: image263.wmf]SDB

中，由余弦定理得
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，设外接圆半径为
[image: image267.wmf]R

，则
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[image: image269.wmf]2
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【方法点睛】解答本题的关键：（1）由条件中垂直确定球心在平面
[image: image271.wmf]ABC

上的投影为
[image: image272.wmf]ABC

D

 的斜边
[image: image273.wmf]AC

中点；（2）由条件中垂直确定球心在平面
[image: image274.wmf]SAC

上的投影为
[image: image275.wmf]SAC

D

的外心；（3）由（1）（2）确定出球的球心．

【跟踪练习】

1.【2017山西太原市二模】已知三棱锥
[image: image276.wmf]SABC
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中，底面
[image: image277.wmf]ABC

为边长等于
[image: image278.wmf]3

的等边三角形，
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垂直于底面
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，
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【答案】D
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2．【2018届黑龙江省大庆实验中学模拟】将边长为2的正方形[image: image288.wmf]ABCD

沿对角线[image: image289.wmf]BD

折起，则三棱锥[image: image290.wmf]CABD
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的外接球表面积为（    ）

A．[image: image291.wmf]16
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                 B．[image: image292.wmf]12
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            C．[image: image293.wmf]8
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【答案】C 

【解析】沿对角线
[image: image295.wmf]BD

把正方形
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折起，得到的三棱椎
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故三棱椎
[image: image301.wmf]CABD
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的外接球表面积等于
[image: image302.wmf]2
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3.【2016江西赣州市上期期末】在正三棱锥
[image: image303.wmf]—
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内，有一半球，其底面与正三棱锥的底面重合，且与正三棱锥的三个侧面都相切，若半球的半径为2，则正三棱锥的体积最小时，其高等于__________．

【答案】
[image: image304.wmf]23


【解析】由题意，设侧棱长为
[image: image305.wmf]a

，底面边长为
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【思路点睛】本题半球与三棱锥的组合体中的最值问题，解答时注意到球的半径为球心（底面三角形中心）到侧面的距离，然后通过建立函数来解决．

4.【2017江西九江市下期三模】如图所示，半径为
[image: image321.wmf]1

的球内切于正三棱锥
[image: image322.wmf]ABC

P
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中，则此正三棱锥体积的最小值为_____________．
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【答案】
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5．【江西省南康中学、于都中学2017-2018学年高二联考】四面体的一条棱长为
[image: image326.wmf]x

，其余棱长为3，则当此四面体体积最大时，该四面体的外接球表面积为__________．

【答案】
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【点睛】：空间几何体与球接、切问题的求解方法

(1)求解球与棱柱、棱锥的接、切问题时，一般过球心及接、切点作截面，把空间问题转化为平面图形与圆的接、切问题，再利用平面几何知识寻找几何中元素间的关系求解．

(2)若球面上四点P，A，B，C构成的三条线段PA，PB，PC两两互相垂直，且PA＝a，PB＝b，PC＝c，一般把有关元素“补形”成为一个球内接长方体，利用4R2＝a2＋b2＋c2求解．

考向3　球与圆柱的组合体

【例1】【2016湖南常德市石门一中期中】如图所示是古希腊数学家阿基米德的墓碑文，墓碑上刻着一个圆柱，圆柱内有一个内切球，这个球的直径恰好与圆柱的高相等，相传这个图形表达了阿基米德最引以为自豪的发现．我们来重温这个伟大发现．圆柱的体积与球的体积之比和圆柱的表面积与球的表面积之比分别为（   ）
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【答案】C
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【点睛】球外切于圆柱的组合体问题，解答时注意到球的直径为圆柱的高、底面直径相等．

【跟踪练习】

1.【2017容城县二模】半径为
[image: image338.wmf]R

的球
[image: image339.wmf]O

中有一个内接圆柱，当圆柱的侧面积最大时，球的表面积与该圆柱的表面积的比值为（　　　）
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4

　　　B．1　　　C．
[image: image341.wmf]4
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【答案】D

【解析】设圆柱的上底面半径为
[image: image342.wmf]r

，球的半径与上底面夹角为
[image: image343.wmf]a

，则
[image: image344.wmf]cos

rR
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，圆柱的高为
[image: image345.wmf]2sin

R
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，圆柱的侧面积为
[image: image346.wmf]2

2sin2

R

pa

，当且仅当
[image: image347.wmf]4

p
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时，
[image: image348.wmf]sin21
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=

，圆柱的侧面积最大，圆柱的侧面积为
[image: image349.wmf]2

2

R

p

，球的表面积为
[image: image350.wmf]2

4

R

p

，球的表面积与该圆柱的侧面积之比为
[image: image351.wmf]2:1

，故选D．

[image: image352.png]



考向4　球与圆锥的组合体

【例1】【2017山西晋城市下期三模】底面半径为
[image: image353.wmf]3

，母线长为
[image: image354.wmf]2

的圆锥的外接球
[image: image355.wmf]O

的表面积为（　　　）
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　　　　B．
[image: image357.wmf]12

p

　　　　C．
[image: image358.wmf]8
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　　　　D．
[image: image359.wmf]16
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【答案】D

【解析】由圆锥的底面半径为
[image: image360.wmf]3

，母线长为
[image: image361.wmf]2

，可求得其轴截面的顶角为
[image: image362.wmf]3

2p

．设该圆锥的底面加以为
[image: image363.wmf]1

O

，其半径为
[image: image364.wmf]r

，球
[image: image365.wmf]O

的半径为
[image: image366.wmf]R

，则
[image: image367.wmf]1
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，
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，解得
[image: image369.wmf]2
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，所以球
[image: image370.wmf]O

的表面积为
[image: image371.wmf]2

416
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p=p

，故选D．

【点睛】球内接圆锥的组合问题，解答时抓住圆锥底面圆心与球心连线段、底面半径、球的半径间的勾股关系求解．

【跟踪练习】

1.【2018广东实验中学上期期末】一个透明的球形装饰品内放置了两个公共底面的圆锥如右图，且这两个圆锥的顶点和底面圆周都在这个球面上，如图，已知圆锥底面面积是这个球面面积的
[image: image372.wmf]3

16

，则较大圆锥与较小圆锥的体积之比为___________．
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【答案】3:1

[image: image374.png]ERIRER S 127, . EHERIREFEEN 23
FREAEE= TN — ER=ARE

[RARICL TIREERATEE S 45 NERAIERETRS 647,
B LA AR L B B RE S =EDN

ALK L2 B R |4 —(243)

EERRAENEA : 4265 REFMERAIRETER,
Zth, BN 3:

» BIABMEHIRE BT

: 422, FHERTSE

BlESE EERERZ LS TEIS





2.【2016上海金山中学下期期末】　已知三棱锥
[image: image375.wmf]PABC

-

，若
[image: image376.wmf]PAPBPC

，

，

两两垂直，且
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[image: image378.wmf]    1

PBPC

==

，则三棱锥
[image: image379.wmf]PABC

-

的内切球半径为__________．

【答案】
[image: image380.wmf]1
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【解析】由题意得，设三棱锥
[image: image381.wmf]PABC

-

的内切球的半径为
[image: image382.wmf]r

，球心为
[image: image383.wmf]O

，则
[image: image384.wmf]BPACOPABOPAC

VVV

---

=+
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，解得
[image: image388.wmf]1
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【方法点拨】棱柱内切球的组合问题，通常利用球心到各面的距离为半径，将棱锥化为若干棱锥，利用其体积关系求解．

考向5 　球与球的组合体

【例1】【2017吉林四平一中五模】半径为1的三个球
[image: image389.wmf],,

ABC

平放在平面
[image: image390.wmf]a

上，且两两相切，其上放置一半径为2的球
[image: image391.wmf]D

，由四个球心
[image: image392.wmf],,,

ABCD

构成一个新四面体，则该四面体外接球
[image: image393.wmf]O

的表面积为（　　　）
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【答案】A
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【点睛】解答多面相切问题主要从两个方面入手：（1）抓住各球球心构成的几何体的形状；（2）利用球相切的条件：圆心距等于半径之和．

【跟踪练习】

1.【2018兰州一中期末】底面半径为1cm的圆柱形容器里放有四个半径为
[image: image399.wmf]2

1

cm的实心铁球，四个球两两相切，其中底层两球与容器底面相切. 现往容器里注水，使水面恰好浸没所有铁球，则需要注水____________
[image: image400.wmf]3

cm

.
【答案】  
[image: image401.wmf]12
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【解析】设四个实心铁球的球心为
[image: image402.wmf]1234

,,,

OOOO

，其中
[image: image403.wmf]12

,

OO

为下层两球的球心，所以注水高为
[image: image404.wmf]2
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，其中
[image: image405.wmf]2
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为两异面直线
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的距离（在正四面体中求）。故应注水
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